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Sistema de Particulas

Es cualquier conjunto bien definido de particulas del
universo sobre el cual enfocaremos nuestra atencion.
Este puede ser:

» Un objeto o particula.
» Una agrupacion de objetos o particulas.

Cantidad de Movimiento

El concepto de “cantidad de movimiento” o “Momento
linea” fue introducido por Newton. Esta es una
propiedad que se confiere a toda particula y que permite
cuantificar la “inercia” de estd. Tomemos un sistema
aislado conformado por dos particulas que interacttan
mutuamente:

Fig. #1
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Recordemos que es aislado porque las dos particulas que
conforman el sistema no interactdan con la existencia de
otros cuerpos gue se encuentran fuera de los limites que

se han destinado para definir el sistema fisico.

Las Fuerzas F1, Yy F,4 forman un par accion-reaccion
cumpliendo con la “3°" Ley de Newton” por lo cual
podemos expresar como:

Fy1 =-Fq;
$F21+F12 =0

Mediante el uso de la “2%% Ley de Newton” la cual
define: F = md incorporamos esta ley en la expresion
anterior, se obtiene:

—

mlﬁl + mzziz =0

Se sabe por definicion que la derivada de la velocidad
: L . dv
respecto del tiempo es la aceleracion, es decir: TS =

Ql

reemplazando en la ecuacion anterior:

Se puede apreciar que la derivada respecto al tiempo de
la suma m,v; + m,v, es cero. Por consecuencia, esta
debe ser constante. Esto da a entender que la cantidad
mv es importante para la particula pues no cambia con
el tiempo.

Por lo tanto la “Cantidad de Movimiento lineal” de una
particula se define como el producto de la masa y la
velocidad de la particula:

P=m?¥ (1) Cantidad Vectorial

¢ Cuando se conserva el Momento lineal del
sistema?

Consideremos el siguiente sistema aislado:

\
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Fig. #2

Las Fuerzas Fq, y F54 forman un par accién-reacciony

las Fuerzas F4 y F, no forman un par accién-reaccion,
por lo tanto podemos clasificar las fuerzas como:

> Fuerzas Internas: Son aquellas fuerzas que si
presentan un par accidn-reaccion en el sistema,
es decir, al sumar todas las fuerzas éstas se
“anulan” en pares.

> Fuerzas Externas: Son aquellas fuerzas que
no presentan un par accion-reaccion en el
sistema, es decir, al sumar todas las fuerzas éstas
“no se anulan” en pares.




Luego, el “Momento lineal” del sistema viene dado por
la suma de cada uno de los momentos generados por
cada particula, es decir:

PSistema = Z Pi = Z m;v; (2)
Ahora:
Psistema = P1 + P2 = mqvy + m,v,
Derivando el “Momento lineal” respecto al tiempo t.

= APgistema — dPy + dpP, — d(ml"_jl) + d(mz"_jZ)

dt dt dt dt dt
dPg; dP, dP dv dv

Sistema _ 1 + 2 _ my V1 + 5 V2

dt dt dt d dt

—

. dv — .,
Sustituyendo: o a en la expresion

dFSistema — dFl sz _ - -
= + =mya, + mya,
dt dt dt

Podemos relacionar la expresion con la “2%¢ Ley de
Newton”: F =mad
dﬁSistema - dl_'{l + dl_))

2 — — — —
ot Fraliiore =F1+ Fq3 +F; + Fyy

=

Como: Fq, =-F,4 por ser un par accién-reaccion.

dﬁSistema — dﬁ)l dﬁ)Z 1 - - -
® Ta @ ta ittt hn

d_ﬁSistema — d_ﬁl dPZ 1 -
= + =F,+F,
dt dt dt

dFSistema _ - r — -
= dt - F1+F2_ZFExternas

Por lo que obtenemos la siguiente relacion:
dFSistema — -
dt - Z F Externas (3)

Entonces para que el Momento lineal del Sistema se
conserve, este deber ser constante y para que pueda ser

constante su derivada respecto a t debe ser cero, es decir:

n _ dFSistema - T _-n
PSistema =ctt= dt - Z FExternas =0

Finalmente, Pgjctema S€ CONServa cuando

—

Z FExternas =0

Impulso y Momento Lineal

El impulso esta asociado a una fuerza, una medida de
cuanta fuerza en promedio se esta aplicando a un cuerpo
u objeto.

El impulso transferido por la accion de una fuerza se
obtiene mediante la integracion de ésta respecto al
tiempo, en un intervalo de tiempo AT = & - ¢, esto es:

I=[F®dt=(F@®). AT (4)

Donde: (F(£)) es el promedio de la fuerza.

A partir de esta definicion, se ve que el impulso Tesuna
cantidad vectorial que tiene una magnitud igual al area
bajo la cuerva.

S F

Area= (X F ) prom At

Fig. #3
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Consideremos el siguiente conjunto de fuerzas que
acttan sobre la siguiente particula.

f’z 1 Fig. #4
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El impulso neto o total del sistema transferido a una
particula es el resultado de sumar todos los impulsos
individuales debido a la accion de cada una de las
fuerzas que actuan sobre la particula, esto es:

Isistemar = 71(F1) + il(ﬁz) + il(ﬁ3) Tt il(ﬁn)



Por la expresion (4) se puede escribir como:

- ter— — — —
= Igistemar = ftof(Fl + F,+ F3+ -+ F, )dt

=3 _ tf —
= Isistemar = fto Y. FExternast

Relacionamos esta expresion con la ecuacion (3), se
obtiene que:

r —_ tf - —_ tf dFSistema
= Isistemar = fto % FxternasOt = fto gt dt
Notemos que al realizar esta operacion debemos cambiar
los limites de integracidn, por lo cual los nuevos limites
de integracion deben estar en funcién del nuevo
diferencial.

- — F —
— —(°f
= ISistemaI - f d PSistema - fl—so dPSistema
Al integrar se obtiene:
- _—) — _ —
= Isistemar = Pf - Py = APgistema

Por lo cual, el Impulso de la fuerza neta que actla en la
particula es igual al cambio en la cantidad de
movimiento de dicha particula.

I=4P (5)

Se debe destacar que el impulso no es una propiedad que
se le confiere a la particula o al cuerpo sino es una
propiedad debido a la interaccién del entorno con la
particula o del cuerpo sobre el cual actla la fuerza. Es
decir, es una medida del grado en el que la fuerza
externa cambia la cantidad de movimiento de la
particula.

Choques o Colisiones

Los Chogues son el producto o consecuencia de las
interacciones entre dos 0 mas cuerpos mediante fuerzas
muy intensas durante un intervalo de tiempo muy corto.

Consideremos el chogue entre las siguientes dos
particulas de masas m4 y m, que se muestra a
continuacion:

Durante el breve choque, las particulas ejercen grandes
fuerzas una sobre la otra.

Donde al chocar experimentan fuerzas iguales y opuestas
en direcciones de sus centros, de acuerdo “3°" Ley de
Newton”.

Estas fuerzas Fy, Y F»4 forman un par accion-reaccion,
en consecuencia, ambas particulas constituyen un
sistema aislado por lo que no hay “Fuerzas Externas”
que actlen y la cantidad de movimiento del sistema se
conserva. Por lo tanto en los chogques podemos aplicar
con una buena aproximacion, la conservacion del
“Momento Lineal”.

En general, los choques se clasifican en dos tipos, segln
sea la pérdida de “Energia Cinética”.

Choques Perfectamente Inelasticos

En este tipo de choque “No se conserva la Energia
Cinética” y la Energia Cinética después del choque
siempre es menor que la habia antes.

Este es un choque en el que los cuerpos quedan pegados
entre si y contindan moviéndose con una velocidad en
comun.

Consideremos dos cuerpos o particulas de masas my y
m; que se mueven inicialmente con velocidades v, y

U,, respectivamente, a lo largo de la misma recta.

Antes de la colision

Después las dos particulas chocan de frente, estas
guedan unidas y moviéndose con una velocidad en
comin vy.

Después de la colision



Aplicando la conservacion del Momento Lineal:

—

AP=0= PB;-Py=0=P,= P,
= ml'l_;li + mz‘l_?)zi: (m1 + mz)'l_])f
Despejando la velocidad final en comln %y, se obtiene:

— +
vf — m1v1 mzvz (6)

mq+m,

Choques Elasticos

En este tipo de choques “Si se conserva la Energia

Cinética”, por lo que no hay perdida de Energia Cinética.

Este es un choque en el cual los cuerpos no quedan
pegados y luego dejan el sitio de la colision con
diferentes velocidades.

Consideremos dos cuerpos o particulas de masas m y
m, que se mueven inicialmente con velocidades 171,- y
Tz’zi respectivamente, a lo largo de la misma recta.

Antes de la colision

Después las dos particulas chocan de frente y salen
despedidas con velocidades diferentes v, ;Y v, ;

respectivamente.

Después de la colision

e

Aplicando la conservacién del Momento Lineal:
—> — — — — — —
AP=0= P;-Py=0= Py = P;
— - — —
- m1v1i + mzvzi— mlvlf + mzvzf
Como el movimiento ocurre en una misma direccion
podemos escribir la ecuacion con sus respectivas

magnitudes:

myvy, + mpvy = myvy + myvy (7)

Claramente la ecuacion (7) pose dos incognitas entonces
se tienen mas incognitas que ecuaciones, pero por ser un
choque elastico se conserva la Energia Cinética y
podemos usar la siguiente relacion:
:O=>Kf'Ki:O=>Ki:Kf

1 2 1 2 1 2 1 2
- + - = = + =
= omyvty Hompvty = Smyvty +omyvty, (8)

Ahora teniendo dos ecuaciones (7), (8) y dos incognitas
V1, Y Uy, podemos resolver el problema propuesto.

Tomamos la ecuacion (7) y la rescribimos de la siguiente
forma:

mlvli + m2v2i= mlvlf + mzvzf

= mlvli - mlvlf = mzvzf - mzvzi

*
>mq (vli — vlf)zmz ('UZf - in)

Tomamos la ecuacion (8) y la rescribimos de la siguiente
forma:

%mlvzli + %mzvzzi = %mlvzlf + %mzvzzf

= %mlvzli mlvzlf mzvzzf mzvzzi
Multiplicamos por 2 toda la ecuacion

2 (1 2 1 2 _ 1 2 1 2 )

Emlv 1; — Emlv 1 = Emzv 2 Emzv 2;

2 2 — 2 2
=>m1v 1i'm1v 1f—m2v zf'mzv 2;
2 2 — 2 2
= my (v, - v7q,) = mp(v°y, - v73)
Se tiene una diferencia de cuadrados: a?- b2 = (a — b)(a + b)
= m1 (171[, - 171/) (vli + 171/) = mz (vzf - vzi) (vZf + in) **
Ahora se divide la ecuacion (**) entre (*):

my (vli B vlf) (vli + vlf) - m, (vzf B vzi) (vzf + vzi)

(o~ o) = (3, 02)

mq -V 171 +v1 m Uz Uz + Uz
= f f \6“1& f
P P oy




= vli + vlf: vzf + le.

ﬁvli 'vzf :vzi 'vlf

— 5,) (9)

= vli - vzf = '(vli

La ecuacion (9) resulta algo interesante de analizar
porque la velocidad de un cuerpo respecto del otro
después del choque, conserva su modulo e invierte su
signo. Esto quiere decir que, para un observador
moviéndose con una de las particulas percibira que la
otra particula se acerca y luego del choque se alejara con
la misma rapidez.

Ahora podemos relacionar las ecuaciones (7) y (9) para
obtener las velocidades finales en términos de las
velocidades iniciales.

Si de la ecuacion (9) se despeja vz, Y Se sustituye en la
ecuacion (7) se obtendra que:

o= (B2, + (22 ), 0

mq +mp mq +m,

Si de la ecuacidn (9) se despeja vy, Y Se sustituye en la
ecuacion (7) se obtendra que:

o = () + (2, 0

mq + my mq +m;

Coeficiente de Restitucion

La mayoria de las colisiones no son ni perfectamente
elasticas ni perfectamente inelasticas. Esto se mide a
través del coeficiente de restitucion €. El cual esta dado
por el médulo de la razon entre la velocidad relativa de
alejamiento después del choque y la velocidad de
acercamiento antes del choque:

Este coeficiente puede variar entre 0 y 1, dependiendo de
la cantidad de Energia Cinética que se pierde en el
choque.

e Siel chogue es perfectamente Inelastico se

cumple: £€=0
o Siel choque es perfectamente Elastico se
cumple: £€=1

Centro de Masa

El Centro de Masa (CM) es el nombre de un punto
especial de un sistema. Es decir, es el promedio
estadistico de mayor concentracion o cantidad de
particulas que componen un sistema o cuerpo.

Consideremos un sistema de “n” particulas:

\ - -+
V2 d v,

Fig. #10

Se desea la posicién de una particula la cual represente a
todo el conjunto de particulas que componen el sistema.

y

<!

=

M

Fig. #11
Si aplicamos el concepto de cantidad de movimiento
lineal: P =mv

My V1 + MyVy + -+ m,B, = P =MV
Definimos M como la suma de todas las masas. Es decir:
M=m;+my+--+m, =Ym;

Entonces:

MV =m, v, + myv, + -+ m,v,



Se sabe por definicion que la derivada de la posicion

—

. . . dr —
respecto del tiempo es la velocidad, es decir: PT = v
reemplazando en la ecuacioén anterior:
d'l_’: d?l d?z drn
M—=m;—+my;—+--+m
dt 1 gt LT n dt
da (M )= d(m1r1) d(mzjz) .t d(";:;?n)

/%(Mr) %(m1r1+ my,r, + -+ m,r,)

= M7 =myTy + myT, + -+ mpt, =X mT;

Esta ultima expresion es lo que llamaremos Centro
de Masa:

M7y = Yy m;r; (13)

Ahora, lo que denominaremos como posicién del Centro
de Masa 7¢y €s una posicion promedio ponderado o
pesado de masa, que ubica un punto del sistema. Dado
por la expresion:

Zmrl

Tey = (14)
y

(1531) (XQ’.yQ)

® M
ml 2

Tem (x‘%"y“i)

o

msg

O

Fig. #12

Este punto puede estar dentro o fuera del sistema. Por lo
que la ubicacién del Centro de Masa no depende del
origen pero el vector que lo ubica si.

Si la expresion (14) se deriva respecto al tiempo t. Se
obtiene la “Velocidad del Centro de Masa” VC M

val

Vem = (15)

Si la expresion (15) se deriva respecto al tiempo t. Se
obtiene la “Aceleracion del Centro de Masa” d¢py

Zmal

dcy = (16)

Centro de Masa de Distribucion Continua

Ahora bien, el nimero de particulas de un cuerpo es tan
grande y sus espaciamientos entre si son tan pequefos,
que podemos considerar al cuerpo como si tuviera una
distribucion continua de masa.

Para obtener la expresion del “Centro de Masa” para un
cuerpo continuo, comenzamos por subdividir el cuerpo

en “n” pequefio de elementos de masa Am, localizados

aproximadamente en 7. Es decir:

7 _ X Amyr;
M = 5 i,
Yy
Ami
my D
M
T
rcm o

/ Fig. #13

Consideremos ahora que los elementos se subdividen
aln mas, de manera que el nimero “n” tiende a infinito,
por lo que el cuerpo continuo se subdivide en un nimero
infinito de elementos infinitesimales de masa. Por lo que
el centro de masa sera dado por:

Z

YAmir, [Fdm [7dm
~ fdm @ 0M

Teuw = lim
M= ami—0 Y Am;

Obteniendo el vector posicion del centro de masa para
un cuerpo continuo:

Tew =5 [ Fdm (17)

Cuerpo Rigido

Un cuerpo rigido es cualquier objeto que no se deforma
ante cualquier “esfuerzo” que se ejerza sobre él. En
virtud de esto, la distancia entre dos puntos cualesquiera
del objeto debe permanecer constante con el tiempo



independientemente de cualquier esfuerzo aplicado sobre
el objeto 0 movimiento que pueda presentar este.

Movimiento de Traslacién

En el estudio del movimiento traslacional se usa el
“modelo de particula” y el objeto en movimiento se
describe como una “particula” sin importr su tamafio.
Por lo que, el movimiento traslacional del centro de
masa del sistema es el mismo, como si toda la masa del
sistema acttara en dicho punto. Es decir, el sistema se
mueve como si la fuerza neta se aplicara en una sola
particula.

- t= tz

Al tomar dos puntos materiales de un cuerpo rigido y
trazar un recta sobre dichos puntos, se dice que el
movimiento es de “traslacion” cuando las rectas se
trasladan paralelamente asi mismo. Por lo cual se cumple
que:

B4(t) = Bg(t) = V() (18)

Por lo tanto un cuerpo rigido se mueve en traslacion si
cada particula del cuerpo experimenta el mismo
desplazamiento que todas las demas particulas en un
intervalo de tiempo dado.

Movimiento de Rotacién

Se tiene un sistema aislado, constituido por particulas las
cuales forman un cuerpo rigido.

Eje de rotacion fijo

Fig. #15

Entonces decimos que, un cuerpo rigido describe una
rotacion pura si todas las particulas del cuerpo se
mueven en circulos y los centros de esos circulos se
encuentran en una linea recta denominada eje de
rotacion.

Si se traza una recta perpendicular desde cualquier punto
del cuerpo al eje de rotacion, todas esas rectas barreran
el mismo angulo en un intervalo de tiempo dado.

Asi pues, podemos describir la rotacion pura de un
cuerpo rigido considerando el movimiento de cualquiera
de las particulas. Sin embargo podemos eliminar las
particulas que se encuentran en el eje de rotacion. Porque
el movimiento rotacional esta referido a un eje
denominado “eje de rotacion” y este eje esta
completamente caracterizado con el “momento angular”.

Entonces ¢qué es lo que ocurre con las particulas que
estan sobre el eje de rotacion? Simple, ellas no poseen
movimiento rotacional debido a que este solo es
perceptible por ellas mismas cuando estan a una
distancia radial del eje distinto de cero, por lo tanto
podemos despreciar dichas particulas.

En este caso se cumple que: U¢ = 0

Por otra parte si se tiene lo siguiente.

Eje de rotacidn fijo

Fig. #17



Se observa que las particulas A y B giran alrededor del
eje fijo por lo que se cumple que la velocidad angular en
A, By CM son iguales. Es decir:

@4(t) = wp(t) = wey(t) (19)

La velocidad angular de un cuerpo rigido tiene caracter
absoluto.

Pero la velocidad traslacional en A es distinta a la
velocidad traslacional en B.

Va#Vpg

Porque la rapidez traslacional se puede expresar como:
V| = wR, siendo “R,” el radio de giro (este es
variante pues cada particula esta a una distancia diferente
al eje de rotacion).

Por lo tanto: [V,4| > V|

Cinematica Rotacional

Tomaremos un cuerpo rigido formado por muchas

particulas.
Y

Fig. #18

Posicionamos el sistema de referencia x-y y
estudiaremos el comportamiento de una particula “P”.

Si el cuerpo rota la particula se estard moviendo en una
trayectoria circular.

O

Sea la particula “P” en rotacion la cual se mueve de A a
B a lo largo del arco de un circulo. En el intervalo de
tiempo AT =tf - ¢,

En la representacion de la Fig. #19, el angulo @ (theta)
cambia con el tiempo mientras que “r” permanece
constante. A medida que la particula se mueve a través
de una longitud de arco la cual denominaremos con la
letra S.

La longitud de arco se relaciona con el &ngulo 6
mediante la expresion:

S=18 (20)

Luego conforme la particula en cuestion sobre el objeto
rigido viaja de la posicion A a la posicion B en un
intervalo de tiempo AT, la linea de referencia fija al
objeto cubre un angulo 46 = 8 — 6; . Esta cantidad se
define como el desplazamiento angular.

460=6,— 6; (21)

¢Como medir la posicion angular en funcion del
tiempo?

Bueno, la rapidez a la que se presenta el desplazamiento
angular de la particula “P” puede variar. En este caso
definimos la “rapidez angula promedio” como la
relacién del desplazamiento angular de un objeto rigido
al intervalo de tiempo AT. Esto es:

05— 0;

A0
wprom - = E (22)

tr—t;
La “rapidez angular instantanea” se define como el
limite de la rapidez angular promedio conforme AT
tiende a cero. Es decir:

_ o, A0 _de
©= AT T dr

_do
= w=— (23)

De esta forma podemos medir el desplazamiento angular
en funcion del tiempo.

Ahora si la rapidez angular instantanea de un objeto
cambia de w; a Wr en el intervalo de tiempo AT, el
objeto tiene una aceleracion angular. En pocas palabras,
si @ no es constante el objeto tendra aceleracion angular.



La “aceleracion angular promedio” de un objeto rigido
en rotacion se define como la relacion de cambio de
rapidez angular respecto al intervalo de tiempo AT. Esto
es:

wf— [V F]
aprom -

— 4o
t—t; AT (24)

La “aceleracion angular instantanea” se define como el
limite de la aceleracion angular promedio conforme AT
tiende a cero. Es decir:

_ Aw dw
O AT T de

— do
= a=— (25)

Ecuaciones cinematicas para movimiento
rotacional bajo aceleracién constante

Cundo un objeto rigido da vueltas respecto a un eje fijo,
con frecuencia se somete a una aceleracion angular
constante. Es decir: a = ctt

Sabemos por la ecuacién (25) que la derivada de la
velocidad angular respecto del tiempo es la aceleracion
angular: %2 = a
g Todt
Despejando “dt” al lado derecho se obtiene:

d—w:a:dw:adt
dt

Se integra a ambos lados de la ecuacién teniendo en
cuenta que los limites de integracion estan dados por:

Aw € [w;, w¢|y ATe [t; = 0,t; = t]
Sea.

dw = adt
[ dw = ftt_f adt = [ do = fot adt
> (w],) = a(t]

> wf—w; = at

= (Df :at+wi (26)

Esta ecuacion permite encontrar la velocidad angular
final ““ wy" del objeto en cualquier tiempo posterior a t.

Sabemos por la ecuacién (23) que la derivada de la
posicion angula respecto del tiempo es la velocidad

de .
angular: — = w Siendo: w = wy = at + w;
dt
Despejando “dt” al lado derecho se obtiene:

E=ou:>dt9=wdt
dt

Se integra a ambos lados de la ecuacién teniendo en
cuenta que los limites de integracion estan dados por:

A6 €[0;,0f]y ATe [t; = 0,t; = t]
Sea:

do = wdt

Gf _ tf 0f _ t
fei do = fti wdt=>f0i do = [ wdt

Sustituimos: @ = wr = at + w;

- f:fde - fot( at + wydt

o 1
= (3 at® + w;t]}

= (0],

1
= Of— OiZE at2+w,-t

Esta ecuacion permite encontrar la posicién angular final
“ @~ del objeto en cualquier tiempo posterior a t.

Ahora si deseamos eliminar el parametro del tiempo t de
la ecuacidn (26), se procede a definir la rapidez angular
en funcion de 8. Estoes: w = w(0)

Si se deriva la velocidad angular en funcién de
0 (Derivada por regla de la cadena) se obtiene:

dw do _ o
de’ dt



Se sabe por definicién que la derivada de la posicion
angular respecto del tiempo es la velocidad angular, es

. de . .
decir: It =  reemplazando en la ecuacion anterior:
dwde_a=> dww_a
de dt de’

Despejando “d@” al lado derecho se obtiene:

dw
BP=a = wdw = adl

Se integra a ambos lados de la ecuacion teniendo en
cuenta que los limites de integracion estan dados por:

Aw € [w;, w¢|y AB€ [6;,64]

Sea:
wdw = add
wf Of
= f wdw = j adf
oy 0;
1 w ]
= E(wz]w{: a(e]gf

= %(wzf —w?;)=a(0;-0;)
= %(wzf—wzi) = adl

w?; = 2a40 + w?; (28)

Obteniendo una relacion libre de la dependencia del
parametro del tiempo t.

Por otra parte si se desea eliminar la aceleracion angular
de la ecuacién (27), tomaremos la ecuacion (26) y la
expresamos de la siguiente manera:

wf=at +w; > at= wf — w;

Sustituimos la expresion en la ecuacion (27) de la
siguiente forma:

1
0r =3 at? + w;t + 6;

= 0f=%(wf—wl)t+w,t+ Bi
_1 1
= Bf—wat—Ewit+wit+ Bi
_1 1

Obteniendo la posicion angular libre de la aceleracion
angular.

Se puede observar que estas expresiones cinematicas
para el objeto rigido bajo “aceleracion angular

constante” (& = Ctt) son de la misma forma
matematica que para una particula bajo “aceleracion

constante” (@ = Ctt).

Movimiento rotacional

en torno a un eje fijo Movimiento traslacional

w;= o+ al
0= 6,+ w.t+ 3ot
0= 9_,;+%(wi+wf)t

U=t al

X = x+ v+ sat?

sz = y?+ Qa(xf— X;)

X=x;+ %(vi+ vf)t
Tabla #1

Calculo de la Posicion, Velocidad y Aceleracion

de una particula que se mueve en una trayectoria
circular

Tomaremos el mismo cuerpo de la Fig. #18.
%

La particula “P” se mueve con una trayectoria circular y
a una distancia r fija y constante del origen O.

Procedemos a escribir la posicion de dicha particula en
coordenadas cartesianas de la siguiente forma:



Sea la particula:
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Fig. #19 X = rcos(8)

Siendo el vector posicién dado por:
r=Xi+Yj

Podemos expresar la posicion de dicha particula en
funcion de un sistema de referencia el cual estara
posicionado sobre la particula “P”. Este sistema de
referencia sera equivalente al sistema de referencia
rectangulares empleados en la Fig. #19

Los dos sistemas estaran relacionados por las relaciones:

= rcos(0)

X,Y) = (r,0) {i/( = rsen(0)

(Coordenadas Polares)

Por lo tanto se puede escribir el vector posicion de
coordenadas cartesianas a coordenadas polares de la
siguiente forma:

r=Xi+Yj
= ¥ =rcos(0)i +rsen(0) j

Sacamos como factor comun “r” el cual se mantiene
constante.

T =r[cos(0)i + sen(0) j]
= rF=r¢
Llamaremos “Versor Radial” al vector unitario
7 =cos(0)i+sen(0)j

De esta manera obtenemos el VVector Posicion en
coordenadas polares dado por:

F=r# (30)

Este vector esta en direccion y sentido de la “r”
creciente, esta dirigido radialmente hacia afuera a partir
del origen.

Si derivamos el vector posicion en funcion del tiempo t.
Se obtendré el vector velocidad. Esto es:

T = 1 # Derivando respecto a t.

d
= v = ra[cos(e)i + sen(0) j]
= V= [d 0)i + d 0 A]
v=r dtcos( )i dtsen( )J
= V= [ 0d9“+ Bde“]
v=r sen()dtl COS()dt]

Teniendo en cuenta que: % = @ sustituyendo en la

expresion anterior.
= v = r[-sen(0)wi + cos(0)w jf]

Sacamos como factor comin w

—>

= V= rw[-sen(0)i+ cos(0) j]
— V= rwbd

Llamaremos “Versor Tangencial” al vector unitario

0 = —sen(0)i + cos(0)j

De esta manera obtenemos el Vector Velocidad en
coordenadas polares dado por:

v=rwd (31)

Este vector esta en el sentido de 0 creciente, siempre es
tangente al circulo o trayectoria circular que describe la
particula “P” y su sentido es contrario al de las
manecillas del reloj.

Si derivamos el vector velocidad en funcion del tiempo
t. Se obtendra el vector aceleracion. Esto es:

VU = rw8 Derivando respecto a t.



dv _

= da= %(rw@) :r%(wa)

Se aplica la derivada del producto
= a—r[dt(w)e + wdt(e)]
— d 7Y d a o
= d=r [E (w)0 + - (—sen(0)i + cos(0)j) ]

= a=r [% (w)@ + w (—%sen(e)i + % COS(B)j) ]

— d ~ do , de .
= d=r [E (w)6 + w (—cos(@) = L —sen(0) E]) ]
Teniend . do _ do _
eniendo en cuenta que: —= = @ Yy P
sustituyendo en la expresion anterior.

= d=r[ab + w(—cos(9)wi — sen(8) wj) |

Sacamos factor comin — w del lado derecho de la
expresion

= d=r[ad — w*(cos(8)i + sen(0)j) |
Siendo: 7 = cos(0)i + sen(0) j se sustituye
= d=1[ab — ¥*7 |

Zry

- —~

= a=arf—-w

De esta manera obtenemos el VVector Aceleracion en
coordenadas polares dado por:

d=ar 0 — w?ri (32)
En el vector aceleracidn se observa lo siguiente.

> El primer término (ar ) es la componente
vectorial que es tangente a la trayectoria de la
particula y proviene del cambio de magnitud de
la velocidad en el movimiento circular. Este
término se llama “Aceleracion Tangencial” (ar).

> El segundo término (—w?r#) es la componente
vectorial que va dirigida radialmente hacia el
centro del circulo y proviene de un cambio de la
direccion de la velocidad en el movimiento
circular. Este término se llama “Aceleracion
Centripeta” (ac).

En la siguiente ilustracion se puede observar el
comportamiento de la particula “P” y el sistema de
referencia mévil posicionado sobre esta misma.

% v

=

=
(e}

Fig. #20

Observacién, los versores 7'y 8 son perpendiculares
entre si. Por lo que su producto punto es cero.

Relaciones entre cantidades angulares y
traslacionales

Sea la particula “P” en rotacion esta posee una velocidad
angular "@” la cual es la relacion entre el angulo central
0 que barre entre la unidad de tiempo.
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Fig. #21

Este es un vector perpendicular al plano de rotacion.

El sentido de rotacion del vector velocidad angular se
determina segln la regla de la mano derecha. Se puede
expresar de la siguiente manera:

@ = |@l® (33)

Donde:



> |@]| : Es la magnitud del vector.

> @  Es un vector unitario perpendicular al plano
de rotacion el cual se determina por medio de la
“Regla de la mano derecha”. (En el ejemplo de
la Fig. #21 este vector corresponde a @ =k )

El vector velocidad traslacional ¥ de la Fig. #21,
siempre es tangente a la trayectoria circular y por ende se
llama “velocidad tangencial”.

Recordemos por la ecuacion (20), que la longitud de
arco se escribe como:

S=1r0

Si se deriva esta expresion respecto del tiempo t, se
obtiene:

ds _d B
E—dt(re)—r

de
de
ds _ _de

= —=r
dt dt

Teniendo en cuenta que: a6 _ w

dt —
Ademas, la magnitud de la velocidad tangencial del

punto “P” es por definicion la rapidez tangencial y esta

. .._ ds
viene dada por: v = i

Sustituyendo en la expresion anterior se obtiene que:

ds _ de _
E = TE >SV=rw

Es decir, la rapidez tangencial del punto “P” sobre un

objeto rigido en rotacion es igual a la distancia

perpendicular de dicho punto desde el eje de rotacién,

multiplicada por la rapidez angular.

v=rw (34)

Aunque cada punto sobre el objeto rigido tiene la misma
rapidez angular, no todo punto tiene la misma rapidez
tangencial porque “r” no es el mismo para todos los
puntos sobre el objeto.

Si se desea expresar la velocidad tangencial como el
producto de dos vectores nos fijamos en la Fig. #21.
Donde se observa que al efectuar el producto cruz del

vector velocidad angular por el vector posicion da como
resultado el vector velocidad tangencial.

v = wxr (35)

Por otra parte se sabe que la aceleracion posee dos
componentes una componente radial y una tangencial
para cuando “r” permanece constante.

Sea la magnitud de la componente radial dada por:
ac = w*r
Si se toma la ecuacion (34) y se despeja @
v
V=Trw=w = - Se sustituye en @ ¢ se obtiene:
2 2 2
_ 2. _ v) _v v
= r=|\- r =— = —
Ac = ® (r F7=3

Por lo que la aceleracion radial se puede expresar como:

v

2
ac =— (36)

Si se toma la ecuacién (35) y se deriva respecto al
tiempo t se obtiene la aceleracion. Es decir:

UV = wxr
—a="_ L Gz
dt dt

Se aplica la derivada del producto
> a= —(wxr)=—Ww)xr + wx —(r
dt ( dt ( ) dt ( )

Teniend ; do - dr B
eniendo encuentaque: — = a y—- =
a dt y dt

Sustituyendo en la expresion anterior
S>a= z(w)xr +wxa(r) = axr + wxv

De esta manera podemos expresar la aceleracion como el
producto cruz de:

=>d=dxr + wxv (37)

Donde:



» La componente tangencia esta dada por la
forma:

dr =axr (38)
» La componente radial esta dada por la forma:

d. = G

Ademas, si se sustituye la velocidad por el producto cruz
entre la velocidad angular y la posicion, esta también se
puede expresar como:

dc = wxv = wx(wxr) (39)

Movimiento Rototraslatorio

El movimiento “Rototraslatorio” de un cuerpo rigido se
descompone en dos puntos.

1- Latraslacion del centro de masa del cuerpo.
2- Larotacion alrededor del centro de masa del

cuerpo.
BN o T B
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Por lo que el cuerpo experimenta un movimiento de
rotacion porgue este gira en torno a un eje y también
experimenta un movimiento de traslacion. Por
consiguiente, seria de esperarse que el movimiento del
cuerpo u objeto se trate de una combinacion de un
movimiento de traslacion y uno de rotacion.

Sin embargo, el movimiento rototraslatorio se puede
describir de manera equivalente a un “movimiento de
rotacion pura” alrededor de un punto. Este punto en
particular se denomina “Centro Instantaneo de Rotacion”
(CIR).

¢ Como calcular el Centro Instantaneo de
Rotacion (CIR)?

Este se obtiene trazando “Sendas rectas
perpendiculares” a los vectores velocidad de cada punto
material (velocidades no colineales) siendo la
interseccion de estas rectas un punto en comdn llamado
“Centro Instantaneo de Rotacion”.

Es importante destacar que este punto denominado (CIR)
no posee velocidad es decir:

—

Ueig =0

Condicion de Rodadura

Tomemos el caso de un so6lido que esta rotando y
trasladandose sobre una superficie como es el caso a
continuacion:

(] O] O]
Y E'N
- q > #) L\\
Fig. #24

La condicion de rodadura significa que, en un instante
cualquiera, los puntos del cuerpo rigido que estan en
contacto con la superficie lisa se encuentran
momentaneamente en reposo.

Esto es lo que se conoce como rodar sin deslizar.

En este caso existe una condicién de ligadura que
relaciona la velocidad con la que se “traslada” el centro
de masa “CM” y la velocidad angular de “rotacion”.



Observemos que:

Fig. #25

En un instante cualquiera, la parte baja del s6lido se
encuentra en reposo en la superficie, puesto que no
desliza. En el punto de contacto “P” se encuentra el
(CIR). Por este punto pasara el “eje instantaneo de
rotacion”. Por lo que el cuerpo se puede considerar en un
instante cualquiera como si estuviera girando en torno de
un eje perpendicular al plano de la Fig. #25 y que pasa
por el punto de contacto “P”.

Al no haber deslizamiento el punto “P”* del cuerpo que
se halla en contacto con la superficie este posee
velocidad nula con respecto a la superficie. Es decir:

Cuando el sélido gira un cierto angulo 8, el centro del
mismo experimenta un desplazamiento horizontal.

Fig. #26

Para que el sélido ruede sin deslizar, el desplazamiento
del CM debe coincidir con el arco S correspondiente al
angulo girado. La relacion existente entre estas dos
magnitudes esta dada por la ecuacién (20), esta es:

S=1r0
Al derivar esta expresién se obtiene:

ds _ _de

Vey =—=1r—
M — 4t dt

Puesto que la variacion del angulo girado es la velocidad

- .. do
angular de rotacion. Es decir: Lo
Se tiene finalmente que:
Ve = Tw (40)

Esta expresion es la “Condicion de Rodadura” y nos da
la relacion que debe haber entre la velocidad de
traslacion del CM y la velocidad angular de rotacion
para que el sélido ruede sin deslizar.

Ahora claramente el movimiento de rototraslacion del
solido se puede visualizar como la superposicion de dos
movimientos elementales.

E ECM E T;CM E ZI—J)CM
+ =
p Vem ~Vey P P

Caso (a): Traslacion pura, todos los puntos se mueven
con la misma velocidad.

Caso (b): Rotacién Pura en torno al punto C, los puntos
opuestos se mueven con velocidades opuestas y el centro
se encuentra en reposo.

Caso (c): Larotacion y la traslacién combinadas se
obtienen sumando los vectores correspondientes de los
Caso (a) y (b).

Si se desea calcular la velocidad de cualquier particula
perteneciente al solido respecto al punto de contacto “P”
siendo este (CIR) y por donde pasa el eje instantaneo de
rotacion como el mostrado en la Fig. #25.




Observemos que si estamos posicionados en el punto
“P”, es decir, si el sistema de referencia lo ponemos en
dicho punto y medimos la posicion de cada particula
respecto a este.

Veamoslo de la siguiente forma:

Fig. #29

Fig. #30

Procedemos a escribir la posicion de la particula A la
cual rota alrededor del punto “P”. Para ello lo
descomponemos en la suma de dos vectores.

Esta es dada por:

Ta/p=Tc/p T Ta/c

Procedemos a derivar la expresion respecto del tiempo t
para obtener la velocidad.

- _d o _d (= d /-
Va/p =g (Fasp )= o (Fep) + o (Fasc)
Sabiendo que: %(r) = v Sustituimos:
Va/p =Vc/p T Vasc
Ahora usando la regla de la mano derecha podemos
expresar la velocidad del punto A respecto del punto C
como el producto cruz de los vectores velocidad angular
y el vector posicidn de la siguiente manera:
vA/C = wxrA/C
Sustituyendo esto en la expresion antes obtenida:
Va/p = Vc/p T Vasc
= vA/p = vC/p + wxrA/c

Esto se conoce como “Campo de velocidad de un
cuerpo”.

— - —_— —
Va/p =Vc/p + WXT ¢ (41)
Al derivar esta ecuacion se lograr obtener lo siguiente:
- _d(= _d d (— -
Aa/p =g (Vasp )= ; (Vesp ) + a (@xTa/c )
= Qu/p = ;(VC/P )+ ;(wxm/c )
= dayp =5 (Vesp ) + 5 @7 gyc + @x o (Fasc)
; .4 _ a -
Siendo: o W =ay o (w)=«a
Sustituyendo se obtiene:
— _— — — —_— —>
= aA/p - ac/p + axrA/C + (l)va/C

Esto se conoce como “Campo de aceleracion de un
cuerpo”.

aA/P = ac/p + axrA/C + (l)va/C (42)



Momento de Inercia

El momento de inercia es una medida de la resistencia de
un objeto a cambios en su movimiento rotacional. Es
decir, es la resistencia que oponen los cuerpos a
modificar su estado de movimiento o quietud.

Tomemos el caso de una particula que rota alrededor de
un eje.

Fig. #31 R

Eje de rotacion

El momento de inercia para una particula se define como
el producto de su masa por la distancia perpendicular
que existe del eje de rotacion hasta la particula al
cuadrado. Es decir:

I =mR,* (43)

Observe que si la particula esta sobre el eje de rotacion
esta no presenta momento de inercia porque R,=0

Ahora el momento de inercia para un sistema de
particulas se define como la suma de los momentos
individuales de inercias de cada una de las particulas
respecto al eje de rotacion. Es decir:

IS :mlel + mzRgz +m3Rg3 + '“+mnRgn
- IS:II+IZ+ 13+"'+1n: ?:111'
= Is=2Yiq1; (44)

Nota: EI momento de inercia de un objeto depende de su
eleccion del eje de rotacion. Por lo tanto, no hay un solo
valor del momento de inercia para un objeto. Existe un
valor minimo del momento de inercia, que es el
calculado en torno a un eje que pasa a través del centro
de masa del objeto.

Teorema de los ejes paralelos

Dado un eje que pasa por el centro de masa “CM” de un
solido y dado un segundo eje paralelo al primero:

. 1
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1

Fig. #32

El momento de inercia de ambos ejes esta relacionado
mediante la expresion:

Iy = Icy + Mpd?* (45)
Donde:

> I" - Es el momento de inercia del cuerpo segln
el eje que no pasa a través del centro de masa.

» Iy Es el momento de inercia del cuerpo
segun el eje que pasa a través del centro de
masa.

» M: Es la masa total del objeto.

> d: Es la distancia perpendicular que existe entre
ambos ejes.

Teorema de los ejes perpendiculares

Para determinar el momento de inercia de un objeto
rigido que se encuentra totalmente dentro de un plano,
alrededor de un eje el cual es perpendicular a dicho

plano.
Z | Y

I; | i Y

Fig. #33



El momento de inercia de este eje que es perpendicular
al plano vendra dado por la suma de los momentos de
inercia correspondientes a los ejes que pertenecen o se
encuentran en el plano y que son perpendiculares entre
si. A demas poseen en comln el mismo punto de
interseccion. La expresion esta dada por:

IZ: Ix+ IY (46)

Momento de inercia de cuerpos continuos

Como un cuerpo esta constituido por una cantidad muy
grande de particulas, podemos considerar al cuerpo
como si tuviera una distribucién continua de masa.

Para obtener la expresion del “Momento de inercia de un
cuerpo continuo” imaginemos que el objeto esta dividido
en una cantidad “n” de elementos pequefios de masa Am
y cada uno de estos elementos se encuentra a una
distancia “r” perpendicular al ¢je de rotacion. Es decir:

I = Zriz Ami

Consideremos ahora que los elementos se subdividen
aun mas, de manera que el nimero “n” tiende a infinito,
por lo que el cuerpo continuo se subdivide en un nimero
infinito de elementos infinitesimales de masa y
distancias perpendiculares al eje de rotacion. Esto es:

I = lim

r?Am; = | r?dm
Am—-0

Siendo la expresion del momento de inercia para un
cuerpo continuo dado por:

I=[r2dm (47)

Momentos de inercia de cuerpos rigidos homogéneos

Producto de Inercia

El producto de inercia de un &rea esta definido
respecto a un par de ejes perpendiculares entre si,
los cuales se encuentran en el plano de dicha &rea.
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Fig. #35
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Para la figura mostrada se define el producto de inercia
respecto a los ejes X e Y de la siguiente manera:

I, = [xydA (48)

De esta definicién se observa que cada elemento
diferencial de area dA es multiplicado por el producto de
sus coordenadas.

Como consecuencia los productos de inercia pueden ser:

> Positivos
» Negativos
> Cero

Dependiendo de su posicidn respecto a los ejes de
coordenadas.

Tenemos que el producto de inercia par cada cuadrante
seré:
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Fig #36



I Cuadrante: Positivo

Il Cuadrante: Negativo
111 Cuadrante: Positivo
IV Cuadrante: Negativo

V VYV VY

Cuando el area se encuentra en mas de un
cuadrante ¢ Qué signo posee?

A

Y

v
X

Fig. #37

Este signo dependera de la distribucion de area de cada
cuadrante. Por lo tanto el signo estara dado por el
cuadrante que tenga mayor cantidad de area.

Nota: El producto de inercia de un area “es cero” con
respecto a cualquier par de eje, “si al menos uno de ellos
es un eje de simetria” del area.

Ahora si se trata de un sélido rigido es practicamente lo
mismo. Sea:

Z N
,dm
1
1
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Los productos de inercia son:
_ (Iyy = —mx
Asociados al eje X XY — Y
Ix; = —mxz
_ (Iyy = —myx
Asociados al eje ¥ | YX — MY
Iy; = —myz
_ - (I;x = —mzx
Asociados al eje Z |;2X — "M%
Izy = —mzy

Se observa que solo hay tres productos de inercia
independientes dados por.

> IXY = _mxy
» Ix; = —mxz
» Iy; = —myz

También se pueden dejar expresados como:

> Ixyy = [xydm
> Ix; = [xzdm
> Iy; = [yzdm

Tensor de Inercia

El “Tensor de Inercia” de un solido rigido calculado en
el origen de un sistema cartesiano de coordenadas, es un
tensor de orden dos que puede representarse por la
matriz:

Iy Ixy Ixz
I=|(Iyx Iy Iyz| (49)
Izx Izy I

También recibe el nombre de “Matriz de Inercia”. Dicho
tensor se forma a partir de los “Momentos de Inercia”
segun tres ejes perpendiculares y tres productos de
inercia.

Momento de Inercia

Para un sélido dado, el “Tensor de Inercia” es diferente
en cada punto del espacio. Por lo tanto se puede definir
para cada s6lido un campo tensorial, a cada punto del
espacio se le asigna un tensor, el “Tensor de Inercia”
calculado en ese punto.

Momento Angular







